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Специально оговорим терминологию: в 
отличие от ГОСТ Р ИСО 11095-2007 [1] мы 
сознательно используем термин "градуи-
ровка", принятый в российской метроло-
гической школе, а не термин "калибровка", 
пришедший из прямого перевода англоя-
зычной литературы.

При оценке среднего значения случайной 
величины по ограниченному числу измере-
ний можно построить два доверительных 
интервала (ДИ): ДИ оценки среднего зна-
чения и ДИ распределения. Первый пока-
зывает, насколько точно мы оценили сред-
нее, второй указывает, насколько очередное 
измерение может отличаться от среднего 
значения. Определение среднего является 
частным случаем градуировки, при кото-
ром число независимых параметров равно 
нулю. 

Аналогично случаю доверительного 
интервала при определении среднего, у 
градуировки тоже есть два доверительных 
интервала, один из которых показывает, 
насколько точно построена градуировка 
(аналогично ДИ среднего), другой - дове-
рительный интервал, в который с задан-
ной вероятностью попадает новое измере-

ние (аналогично ДИ распределения). Они 
отличаются друг от друга на величину ДИ 
ошибки единичного измерения. Незави-
симые ДИ суммируются как квадратный 
корень из суммы квадратов. ДИ ошибки 
единичного измерения считается одинако-
вым для всех точек и оценивается по этой же 
градуировке.

При решении обратной задачи (восстано-
вить количество по отклику детектора) при-
ходится искать пересечения прямой, соот-
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Рис.1. Градуировка и ее доверительные интервалы 



Доверительные интервалы для градуиро-
вочных кривых: ТЕОРИЯ РАСЧЕТА
Когда мы говорим о доверительных интервалах 
для градуировочных кривых, то для практики 
набольшее значение имеют следующие случаи:
•	 Пусть построена регрессия случайной вели-

чины yi по отношению к известному набору 
xi (градуировка). После построения градуиро-
вочной кривой проводится другое измерение 
при известном значении и определяется 

 – отклик детектора. Каков будет ДИ слу-
чайной величины  и насколько он будет от-
личаться от значения , рассчитанного для 
данной регрессии по известному значению 

(ДИ нового измерения)?
•	 Пусть у нас имеется (бесконечно большой) 

резервуар возможных результатов измере-
ний  i  y  для известного набора  i  x  (генераль-
ная совокупность). По одной выборке из гене-
ральной совокупности построена регрессия 
случайной величины  i  по отношению к 
известному набору  i  x  (градуировка). После 
построения градуировочной кривой прово-
дится оценка отклика детектора  при из-
вестном значении . Каков будет ДИ слу-
чайной величины  при перестроении 
градуировки по новому набору градуировоч-
ных точек (выборке) из той же генеральной со-
вокупности и насколько он будет отличаться 
от значения , рассчитанного для данной 
регрессии по известному значению (ДИ 
градуировки)?

•	 Пусть построена регрессия случайной вели-
чины  i  y   по отношению к известному набору  

 i  x  (градуировка). После построения градуи-
ровочной кривой проводится измерение от-
клика детектора . По измеренному отклику 
детектора делается оценка  величины  с 
использованием построенной регрессии. Ка-
кова будет вариация полученного значения 

 и насколько это значение отличается от 
истинного значения (ДИ предсказания)?

Регрессия без использования  
взвешивания [3]
Общий вид регрессии определяется выраже-
нием:

 ,                                                

где  – регрессионная матрица. Например, 
для полиномиальной квадратичной регрес-
сии, не проходящей через начало координат, 
она имеет вид

Нижний индекс соответствует номеру градуи-
ровочной точки.
Предполагается, что

, .
Т.е. ошибки  некоррелированные и имеют 
одинаковую дисперсию.
Решением регрессии по МНК является

.
Доверительный  – процентный 
интервал для отклика при заданном значении

ДИ нового единичного измерения дается 
выражением:

,
где

,

, ,
 – если регрессионный 

полином не проходит через начало координат;

 – ecли регрессионный 
полином проходит через начало координат;

 – число измерений при построении 
регрессии;

 –  число независимых параметров в 
векторе  в модели линейной регрессии;

 – коэффициент Стьюдента при 

доверительной вероятности (1-)  c  m степеня-
ми свободы.

ДИ градуировки описывается формулой:
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Рис.2. Линейная градуировка, МНК без взвешивания
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Рис.3. Линейная градуировка, ошибка измерения 
пропорциональна квадратному корню из высоты пика
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Рис.4a. Линейная градуировка, ошибка измерения 
пропорциональна высоте пика
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Рис.4б. Данные с рис. 4а, интерпретированные с 
помощью МНК без взвешивания
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Рис.5. Квадратичная градуировка, проходящая 
через начало координат. Ошибка пропорциональна 
квадратному корню из высоты пика

ветствующей отклику, с градуировкой и 
границами доверительного интервала гра-
дуировки (рис.1). Как нетрудно заметить, 
границы доверительного интервала пред-

сказания становятся несимметричными 
(граница доверительного интервала граду-
ировки симметрична относительно градуи-
ровки по оси Y, но не по оси X). Эта ситуация 
легко просчитывается на компьютере, но в 
литературе и даже нормативных докумен-
тах [2] часто представляют приближенный 
вариант симметричного доверительного 
интервала в обратной задаче, полученный 
из ДИ по оси Y делением на наклон градуи-
ровки в соответствующей точке (для линей-
ной градуировки это просто ее коэффици-
ент). Приближенное значение соответствует 
ситуации, когда границы ДИ параллельны 
самой градуировке. Чаще всего в литературе 
изображается градуировка с границами ДИ 
нового измерения при единичном измере-
нии.

Простейший случай неодинаковой точ-
ности измерений – измерения количества 
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.

Доверительный интервал  предсказания  
в обратной задаче (дискриминация)
Совокупность всех , удовлетворяющих нера-
венству:

образует  – процентную довери-
тельную область для .
Здесь введены обозначения:

Регрессия с использованием  
взвешивания
Допустим, что мы проводим многократные 
измерения отклика детектора при заданном 
‘истинном’ значении  и путем усредне-
ния полученных откликов получаем ‘истин-
ный’ отклик детектора . Предположим, что 
ошибка единичного измерения имеет диспер-
сию, которая зависит только от  и , т.е.

(*)

и эти ошибки не коррелируют друг с другом. 
Предположим также (это важно!), что распре-
деление ошибок как для градуировочных ана-
лизов, так и для анализов по определению 
неизвестных концентраций одинаковые и его 
параметры определяются формулой (*).

Пусть , где 

,

где i – номер градуировочной точки. Матрица 
 – положительно определена и имеет размер 

. Обратная для  матрица будет:

,

.

Как и в случае обычной регрессии, ожида-
емое значение при заданном значении  
дается выражением

,
а истинное значение  при измеренном 
оценивается с помощью решения этого урав-
нения относительно .

Доверительный  – процентный 
интервал для отклика при заданном значе-
нии *x
Пусть с помощью коэффициентов (**) делается 
оценка "истинного" отклика при заданном 

. Естественной оценкой будет величина

ДИ для отклика при единичном измерении 
дается выражением.

(**)
,

где

,

.
ДИ градуировки

.

Доверительный интервал предсказания в 
обратной задаче (дискриминация)
Совокупность всех , удовлетворяющих нера-
венству:

,
где

,

,

.
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вещества в сложной матрице, когда в составе 
анализируемой пробы достаточно много 
мешающих измерению веществ. Ошибка 
единичного измерения может заметно выра-
сти на их фоне. С другой стороны, парал-
лельные определения заметно уменьшают 
ДИ измерения. В этом случае необходимо 
независимо оценивать ДИ отдельного изме-
рения и складывать его с ДИ градуировки, 
так что граница, соответствующая новому 
измерению на рис.1, достаточно условна. 
Не следует забывать, что приводимые в 
литературе и нормативной документации 
[2] формулы доверительного интервала при 
нескольких параллельных определениях 
относятся к случаю одинакового распреде-
ления ошибки в градуировочных и рабочих 
анализах. 

Более запутанной становится ситуация в 
тех случаях, когда ошибка измерения зави-
сит от величины сигнала. Встречаются ситу-
ации, когда постоянной следует считать, к 
примеру, относительную ошибку измерения, 
или когда ошибка пропорциональна ква-
дратному корню сигнала (важнейший при-
мер – масс-спектрометрический детектор). 
Это обстоятельство оказывает влияние как 
на градуировку, так и на доверительный 
интервал. 

Для того чтобы метод наименьших 
квадратов (МНК) работал правильно, необ-
ходимо, чтобы все измерения в системе 
уравнений имели одинаковое стандартное 
отклонение (СО). В случае, когда СО измерения 

зависит от величины сигнала, это требование 
не выполняется. Чтобы устранить возникшую 
трудность, надо разделить каждое уравнение 
на стандартное отклонение, соответствую-
щее измеренной величине Y. Решение такой 
системы уравнений называется взвешенным 
методом наименьших квадратов. В случае 
взвешенного МНК можно оценить ДИ постро-
ения градуировки, но в общем случае невоз-
можно определить ДИ измерения. Однако 
имеется частный случай, при котором можно 
построить оба интервала, когда стандарт-
ное отклонение ошибки измерения является 
функцией величины сигнала. Математи-
ческое решение такой задачи приведено во 
врезке [3].

В программе "МультиХром" принята 
система статистических весов для дисперсий, 
а поскольку дисперсия равна квадрату СО, то 
и веса являются квадратами коэффициентов, 
на которые делятся уравнения. Используе-
мый набор весовых функций:
•	 МНК без взвешивания (веса всех точек одина-

ковы);
•	 1/отклик – ошибка пропорциональна корню из 

отклика (площадь или высота хроматографи-
ческого пика);

•	 1/отклик2 – ошибка пропорциональна отклику;
•	 1/количество – ошибка пропорциональна кор-

ню из количества;
•	 1/количество2 – ошибка пропорциональна ко-

личеству.
Для случая прямо пропорциональной гра-

дуировки второй и четвертый, а также тре-
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Рис.6a. Квадратичная градуировка, МНК без 
взвешивания, градуировочные точки разбиты на три 
группы по 2 параллельных определения в каждой. ДИ 
неравномерен по диапазону градуировки
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Рис.6б. Квадратичная градуировка, МНК без 
взвешивания, градуировочные точки распределены 
равномерно по интервалу. ДИ равномерен по 
диапазону градуировки
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тий и пятый варианты взвешивания экви-
валентны, при этом применение третьего 
и пятого вариантов аналогично получению 
среднего коэффициента градуировки.

В версии 3.х программы "МультиХром" 
взвешивание доступно только в расширен-
ном варианте градуировки, в упрощенном 
режиме применяется МНК без взвешивания. 
В предшествующих версиях взвешенный 
МНК доступен, но доверительный интервал 
не рассчитывается.

Формулы расчета доверительных интерва-
лов   приведены во врезке, реализация рас-
чета ДИ проведена для случая единичного 
измерения.

Некоторые иллюстрации оценки ДИ 
нового измерения в разных случаях при-
ведены на рис.2–6. Исходные данные сгене-
рированы на компьютере в соответствии с 
видом градуировки и моделью ошибки, уро-
вень доверительной вероятности выбран рав-
ным 0,95.

Расчет доверительных интервалов в про-
грамме значительно облегчает выбор плана 
построения градуировки и позволяет ана-

литику понять, достаточно ли в градуи-
ровке точек (и сколько точек нужно добавить, 
чтобы стало достаточно). Уникальное свой-
ство ПО "МультиХром" – возможность расчета 
ДИ для неодинаковых дисперсий измерения. 
Проблема расчета ДИ при неодинаковых дис-
персиях измерений актуальна не только в 
случаях с известной зависимостью диспер-
сии от величины сигнала. Общее решение 
этой проблемы нам пока неизвестно, однако 
несложно предположить, каким оно будет: 
необходимо делать раздельную оценку ДИ 
градуировки и измерения, и комбинировать 
их для получения прочих оценок. 
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